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Estos vectores tienen la característica de que generan 
a R 2 , es decir dado cualquier vector en R 2 , éste 
se puede representar como una constante por i más 
una constante por j. Asi si V = (a, 6). 
V = (a, 0) = (a, o) + (o, 6) = 
a(1 ,•) + 3(0,1 ) = a 7 + 3 J. 
Esta notación es frecuente en el estudio de vectores, 
particularmente en textos de Física. 
Análogamente, en R 3 existen tres vectores unitarios 
ortogonales entre si que notaremos i , j, k: 
i = (1 ,o,o) j* = (o,1,o) ~k = (o,o,n 
(FIG. 13), que generan al espacio R 3 . 
Así, si V = ( a , 3, y). 
V = (o, 6, y) = (a. o. o) + (o, 3, o) + (o, o, y) 
= a (1, o, o,) + 3(a,1, o) + y(o, o, 1 ) 
= a i+S 7 + y r . 
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FIGURA 13 
En R n , más general, los n vectores: 
E?1 = (1, o, o, ...o) 
E 2 = (oí 1, o, o, ...o) 
n 
E 3 = (o, o, 1, o o , ... o) y en general 
n 
E^ = (o, o, o, 1, o, ... o) con k ^ 
i 
puesto k 
Estos vectores son unitarios, ortogonales entre si 
y generan a R n . 
Consideremos ahora un vector V = (a, b, c) e R 3 . 
Sea a el ángulo formado por el eje positivo de las 
"x" y el segmento oV, 6 el ángulo formado por el 
eje positivo "y" y el segmento oV, Y el formado por 
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positivo "z" y el segmento oV (FIG. 14). 
v 
Y 
X FIGURA 14 
Estos tres ángulos determinan la dirección del vector 
V, y se denominan ángulos directores de V. 
Los tres números reales: eos a, eos 8, eos y, se 
llaman los cosenos directores de V. 
¿Cómo se determinan los cosenos directores de un 
vector V = (a, b, c)? Veámolo: 
Es claro que eos a es el coseno del ángulo formado 
por el vector V y el vector coordenado i = (1, o, 
o)j eos 3 es el coseno del ángulo formado por el 
vector \l con j « (o, 1, o) j eos y es el coseno del 
ángulo formado por el vector \l con k" = (o, o, 1) 
itonces: 
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c o s a B (a,b,c).(l,o_2ojl s a a 
eos 
(/ a 2+b 2+e í)(l) / a 2+b 2+c 2 \\\l\\ 
e = (a rb yc) . (o r1 fo? 
U a a+b s+c 5)(l) / a 2+b 2+c 2 | |V| | 
C o s y - (
a,b,c) . (O,O,1) = c = c 
(/ a 2+b 2+c 2)(l) / a 2+b 2+c 2' ||v|| 
Elevando al cuadrado cada una de estas expresiones 
y sumándolas, tenemos la importante relación. 
» 
Cos 2 a + Cos 2 3 + eos 2 y = 1 
# \ i a b c , 
El vector: (cos a, cos 0, cos y) = » » b1 
1 V 
I M 
es claramente el vector unitario que tiene la misma 
dirección y sentido de \l. 
EJEMPLO: 
Sea V = (1,1, / T ) 
| |V| | « • 1+1+2'= 2 
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V - f —— , —- j = (eos a, eos eos y) 
I M | \ 2 2 2 ¡ 
+ eos a = 1/2 •*• a = TT/3 
eos 3 = 1/2 -»• 3 = w/3 
eos y = JTI2 -*• y = TT/4. 
12. VECTOR PROYECCION: 
FIGURA 15(a) FIGURA 15(b) 
Sean V y W * 0 dos v/ectores que tienen el mismo punto 
inicial, llamamos el vector proyección de Ul sobreV 
al vector paralelo a \l que tiene como punto inicial 
el punto inicial común a V y üi,y que tiene como punto 
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final el punto de corte de la perpendicular bajada 
desde el punto final de Ui al vector V (Fig. 15(a)) 
o a una prolongación de V. (Fig. 15(b)) y lo notamos 
Pr lil. 
v 
Veamos como hallar analíticamente conocidos 
V y W: 
Pr^W es paralelo a V entonces: P t ^ = XV. 
Además como se puede apreciar en la Figura 15 el vector 
W - X V es ortogonal a X V por tanto: 
(UI - XV) . (XV) = o 
(W . XV) - X 2 (V.V) = o 
X (V. Ui) = X2 | | v | | 2 - X = J L s J L 
I M I 2 
Así: Pr UJ = XV =
 U * ^ V 
I M I 2 
Puesto que X = ^ ' ^ puede ser menor que cero, 
entonces Pr UJ no necesariamente tiene el mismo sentido 
v 
de V, puede tener sentido opuesto, en este caso la 
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perpendicular que sale del punto final de Iti cae sobre 
una prolongación de V, pero no a partir de su punto 
final, sino a partir de su punto inicial. (Figura 
16) . 
FIGURA 16 
La norma del v/ector proyección está dada por: 
|PrW|| = 
V . Ili 
I M i2 
\i . ÜÍ 
IMI2 
kLUl (ivi luir1 1 
I M I ' * 
I v/.u/l 
~ Ilvll 
NOTAS: 
1) Es evidente que en general la proyección de lii 
sobre V, es diferente de la proyección de V sobre 
W. De acuerdo a las fórmulas deducidas atrás 
tenemos: 
JL^JÍ-tal. 
I N I 2 
Como se puede apreciar gráficamente, en el cálculo 
del vector Pr t fW realmente no interesa la magnitud 
de V. Analíticamente se puede observar 
Es decir, en el cálculo, al aparecer siempre \l 
sobre su norma el vector se convierte en unitario, 
luego su norma no afecta el resultado. 
Si V es unitario entonces PryliJ = (V. ÜJ)V y su 
horma está dada por | |Pr^Ui| | = \\l. bi|. Por tanto 
geométricamente el valor absoluto del producto 
interno de u n vector W por un vector unitario 
V representa la magnitud del vector proyección 
de Ul sobre V. 
(V.üJ) \l * 
EJEMPLO: 
Sea V = (3, 4). W = (8, 2) 
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P r = J M L u „ 2448 u 
bl NI I2 64+4 
- ^ 8 , 2 ) 
17 
64 _16 
t17 ' 17, 
|Pr \l\ | = i M a _i§_ 
w /"es 7 / T T 
Pr W = 
v 
UJ y = 24 + 8 y 
9 + 16 
( 3 f 4 ) = 96 12B
1 
25 V?5 25 
Pr UJ 
' v 
m . . 32 
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13< PROPIEDADES DE DETERMINANTES DE TERCER ORDEN: 
En el próximo numeral se tratará sobre otra 
operación importante entre vectores en R 3 llamada 
producto vectorial, y puesto que para un estudio 
más simplificado de este producto y sus 
propiedades, es necesario conocer los determinantes 
de una matriz (concretamente los de orden tres) r 
y sus principales propiedades, se hará inicialmente 
un breve estudio de ellos. 
DEFINICION: Un arreglo numérico de la forma: 
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donde los a ^ (i = 1, ..., m. j = 1, n) 
son números, se llama una matriz de orden m x 
n . Es decir es un arreglo de m filas (arreglos 
horizontales) y n columnas (arreglos verticales). 
NOTAS: 
1). La fila i-ésima es: a. , a. ,... a. 
íi 12 ín 
La columna i-ésima es: a . a .,..., a . 
U» 2J mj 
2). Si el número de filas es igual al número de 
columnas (por ejemplo n), decimos que la matriz 
es cuadrada de orden n. 
3) Notaremos por a ^ el número que está ubicado en 
la intersección de la fila i-ésima y la columna 
j-ésima. 
4). Llamamos la traspuesta de una matriz A de orden 
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n x m a otra matriz que notamos A L de orden m 
x n tal que la fila i-ésima de Afc es la columna 
i-ésima de A, para cada i * 1, 2, ..., m , y además 
la columna j-ésima de Afc, es la fila j-ésima de 
A para cada j = 1, 2. ... , n. 
EJEMPLO: 
i 
1 3 -5 2* h 4 2\ 
A » 4 1 -1 0 A 3 3 1 2 
2 2 3 4 -5 -1 3 
\ 2 0 ' I 
La columna 3 de A es -5, -1, 3, igual a la fila 
3 de Afc. El término a 2„ de A es "o" igual al 
término ai»2 de A^. 
DEFINICION: 
1 ) Si A es una matriz cuadrada de orden 2 
a u ai 2 
a 2i a 2 2 
llamamos el determinante de A, y se nota det (A) 
o: 
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al número real dado por: 
a n ai2 
a 2i a 2 2 
a n a 2 2 - a 12 a 2 i = det(A) 
2) Si A es una matriz cuadrada de orden n: 
/ a n ai2 ••• a l n \ 
a 2t a 2a ••• a 2n 
W 
= A 
a • • • a 
n2 nn 
Llamamos el determinante de A, y lo notamos det 
(A) o 
a n ai2 ••• a in 
a 2i a 2 2 ••• a 2n 
a n i an2 a n n 
Al numero real dado por: 
det (A) = [ ( - D i + k a. k 
k»i 
donde i = 1 , ¿ . . . . . n es un número f i j o (con 
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el cual se fija una fila) cualquiera» y Cl^, es 
el determinante de la matriz de orden (n - 1) 
que resulta al eliminar en la natríz A la fila 
i y la columna k. 
NOTAS: 
1) Oe acuerdo a esta definición, el cálculo de un 
determinante de orden (n) se reduce al cálculo 
de n determinantes de orden (n - 1), y el cálculo 
de cada uno de estos determinantes de orden (n 
- I),se reduce al cálculo de (n - 1) determinantes 
de orden (n - 2), y así sucesivamente hasta que 
los cálculos se reducen a determinantes de orden 
2, los cuales se pueden calcular fácilmente usando 
la parte (1) de la definición. 
2) No importa el número (i) que se use en la parte 
(2) de la definición, el resultado es el mismo. 
5) También se puede calcular el determinante de la 
matriz de orden (n) dada en la parte (2) de la 
definición, fijando no una fila sino una columna, 
es decir: 
d e t A * [ (- i ) k + j V j \ j 
k«i j -> 
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para j fijo (j = 1,2,.••»n) 
EJEMPLO: 
Calcular el determinante de la matriz A, donde: 
A = 
1 2 l\ 
2 0 1 
3 l/ 
calculémolo de dos formas diferentes: 
Primero fijando i (fila) por ejemplo i = 3, entonces. 
det (A) = 
1 2 1 
2 0 1 
-1 3 1 
(-1) 3 + 1 a 3 ^ 3 i + ( - D
3 + 2 a 3 2 M 3 2 + (-1 ) 3 + 3 a 3 1 m 3 3 
= C - D M - D 
2 1 
o 1 
+ (-1) 5(3) 
1 1 
2 1 
+ (-1) 6(1) 
1 2 
2 o 
= (-1)(2-o) - 3(1-2) + 1(o-4) = - 2 + 3 - 4 = - 3 
• det (A) = - 3 
Calculémolo ahora fijando j(columna) por ejemplo 
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í = 1 . 
det A = 
1 2 1 
2 0 1 
-1 3 1 
= ( - D 1 + 1 a n M u + (-1 ) 2 + 1 a 2 1 M 2 I + ( - 1 )
3 + I a 3 l M 3 1 
2 1 + ( - 1 H - 1 ) 2 1 
3 1 0 1 
= (-1) 2(1) 
0 1 
3 1 
+ (-1) 3(2) 
= 1(0-3) - 2(2-3) + (-1)(2-0) = -3 + 2 -2 = -3 
det (A) = - 3. 
Las propiedades de los determinantes que se enunciarán 
a continuación, y de las cuales se demostrarán algunas 
a manera de ilustración, se cumplen para determinantes 
de matrices de cualquier orden, pero solamente se 
tratarán para orden tres, pues son estos los que nos 
interesan en el producto vectorial. 
1) El determinante de una matriz es igual al 
determinante de su traspuesta. 
Debido a esta propiedad, cualquier resultado sobre 
determinantes que haga referencia a las filas, 
tendrá su análogo para las columnas, y 
recíprocamente. 
Si toda una fila (o toda una columna) de una matriz 
está formada por solo ceros, su determinante es 
cero. 
Si una matriz B se obtiene de una matriz A, 
intercambiando dos filas (o dos columnas) entre 
si, entonces det B = - de t A. 
Si una matriz tiene dos filas (o dos columnas) 
idénticas, su determinante es cero. 
P'Jultiplicar una constante X por el determinante 
de una matriz A, equivale a calcular el 
determinante de la matriz que resulta de 
multiplicar una sola fila (o una sola columna) 
de la matriz A por X 
a n ai a ais 
a 2i+b 2i ajit+b22 a 2 S + b 2 3 
a 3i a 3 2 a 33 
a n a>t Bit 
a 2 i a « S u 
asi a 3 2 a 3 3 
a n ai 2 a u 
b 2i b 2t b 2 3 
a 3i a 3 2 a 3 3 
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y análogamente para cualquier otra fila (o columna). 
7) Si una matriz 6 se obtiene de una matriz k, sumando 
a la fila i-ésima de A (o columna) término e 
término» la fila k-ésima de A (o columna) 
multiplicada por una constante» entonces det (A) 
» det (B). 
Como ilustración se demostrarán las propiedades 
3) y 7) 
Dem 3 
det A « 
aii 
aii ai a Ais 
321 a22 «2 3 
ají a 3 2 a 3 3 
322 a 2 3 
«32 a 3j 
821 a 22
 a23 
3xi 3 l 2 a n 
3»! 332 333 
3X2 3 Xj 3X2 ai3 
- a 2 1 + a,i 
3>2 a 3 S 322 323 
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3X2 ax» 
= «ti - S u 
«3 2 «3 3 
«2 2 «2 3 
a 32 333 
• a,! 
322 a23 
3X2 313 
pero 
a 22 32 3 
a3X = 33X 
312 3X3 
es decir 
322 323 
a ax s — 
3X2 3XS 
luego: 
321 322 32 3 
3XX 3X2 3X3 
33 X 332 333 
a a1(3223j«233X2) « - 3jj(3 2s3x 2-3 22813) 
3X2 3X3 
322 3 23 
32 X 
= " I 3!! 
det A 
3X2 3X3 
~ 3XX 
322 323 
" 331 
3X2 3X3 
332 33 3 332 33 3 a22 a 2 3 
322 32 3 
" a2X 
3XJ 313 • 3 3 1 
aX2 
aX3 
332 333 332 33 3 32 2 
a2 3 
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Dem 7: 
det A = 
axi a l 2 ai3 
a 2 x a 2 2
 a23 
a 3 2 a 3 3 
= - a 2i 
ai2 ai3 + a 2 2 
a n a n - a 2 3 
a n ai 2 
a 32 a 3 3 a 3i a 3 3 a 31 a 3 2 
a n ai2 a n a l 2 ai 3 
a 2i+Aa 3 1 a2 2+Aa 3 2 a 2 3 + A a 3 3 - (a 2 1+Aa 3i) 
a31 a 32 a 3 3 a 3 2 a 3 S 
+ (a 2 2 + Aa 3 2) 
a n ai3 
a 3i a 33 
- (a 2 3 + A a 3 3 ) 
a n ai2 
a 3i a 3? 
- - a 2 x 
a i 2 ai 3 
+ a 2 2 
a n ax 3 
- a 2 3 
a n ai2 1 
a 3 2 a 3 3 a 31 a 33 a 8i a 3 2 
A a 3 1 
ai2 ax 3 
+ A a 3 2 
axi aX3 
- Aa 3 3 
axx ax2 
a 3 2 a 3 3 a 31 a 3 3 a 3i a 32 
det A - Aa 3iai 2a 3 3 + A a 3 1 a 1 3 a 3 2 + Aa 3 2aiia3 3 -
Aa-,2a13a31 - xa33a11a3?_ + A a 3 3 ai 2a 3i- det A. 
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14. PRODUCTO VECTORIAL. PRODUCTO MIXTO 
DEFINICION: 
Dados dos vectores U y V en R 3 , U = (ui» U2» U3)» 
V = (v 1, v 2 , v3), llamamos el producto cruz o 
producto vectorial de U y V (en ese orden), a 
un vector notado U X V y dado por: 
U X V = (li2 V3 - U3 V/2 , U 3 Vi - Mi «3» Ui "2 - U 2 V 1 ) 
NOTA: 
Con el fin de recordar más fácilmente la 
definición del producto vectorial U X V, y también 
para simplificar el manejo del mismo, se 
acostumbra a expresar este producto, utilizando 
la siguiente forma de determinante. 
U X V 
i 
Mi 
vi 
J 
U2 
k 
Us 
v 2 v 3 
desarrollado por la primera 
fila 
Veamos que, en efecto, esto coincide con la 
definición: 
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i j k 
Mi U2 U3 
Vx V 2 V3 
P2 U3 Mi U3 Ul U2 
= i - j + k 
Vi Va vi v 3 V1 
V 2 
= (Uj V3 - US V z ) i - (Ul "3 - li3 W l ^ J + 
+ (UlV/2 * U2V1) K 
= (U2 "3 * W3 " i ) i + (U3 Vi - Ul «s) j + 
+ (Wl - U2 v i ) k 
= (U2 «3 - M3 V2 » U3 Wi - Iii V 3 , Ul V2 ~ U 2 U X ) 
EJEMPLO: 
Si U = (2, -1, 3) V = (1, 1. 0) 
U .X V = 
i j k 
2 - 1 3 
1 1 O 
-1 3 i - 2 3 T+ 2 -1 
1 0 1 U 1 1 
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= (-3) i - (-3) j + (2+1) k = (-3,3,3) 
calculemos V X Ü. 
V X U 
i j k 
1 1 o 
2 - 1 3 
1 0 7 - 1 0 • 1 1 J + 
-1 3 2 3 2 -1 
= 3 i -3 j + (-1-2) k = (3,-3,-3) 
Como se puede apreciar U X V & \l X U, es decir que 
es importante el orden en que se efectúe el producto. 
En la segunda fila del determinante debe aparecer 
el primero de los vectores, y en la tercera fila 
el segundo. 
Inicialmente trataremos algunas propiedades del 
producto vectorial, y más adelante daremos su 
interpretación geométrica. 
1) V X O = O para todo V £ R 3 
Esto es inmediato, pues en el determinante que 
define V X O, aparece una fila de solo ceros 
lo cual, de acuerdo con la propiedad (2) de los 
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determinantes, implica que ese determinante es 
cero. 
U X V = - (V X U) 
La diferencia entre el determinante que representa 
a UXV, y el que representa a VXU, está en que 
la y 3§ Fila en VXU están permutadas en UXV, 
luego de acuerdo con la propiedad (3) de los 
determinantes, el determinante que representa 
UXV es igual a menos el que representa a VXU. 
(UXV) . U = o y (UXV). V = o 
(UXV).U = 
= (uiv3-U»V2» UiVi-UiVa» UiV/2-U2Vi).(Ui»W2»Ua) 
= (UlU2V3-VlMsV/2 MU2U3VI-U2M1V3 )+(U3UlV2-U3U2V/l ) 
= o 
Similarmente para (UXV). V = o 
Esta propiedad indica que el vector UXV es 
perpendicular tanto al vector U como al vector 
V. 
vxv = o 
inmediato de la propiedad (4) de determinantes. 
A(UXV) = (AU)X V = UX (XV/) con AeR 
se deduce inmediatamente de propiedad (5) de 
determinantes. 
UX(V+W) = UXV + UXüJ con U, V, Id e R 3 
i T k i T k i T ~ k 
UX(V+ÜJ) = Mi U2 Ua s Ui li2 U3 + Ui U2 u3 
V^ -Htíi y2+ü)2 V3-HU3 Vi «2 W 3 0)X tM2 ü)3 
= (UXV) + (UXW) por propiedad (6) de determinantes 
(U+V)XW = ClíXtó) 4 (VXUf) 
por propiedad (6) de determinantes. 
Iluxvll» - l l u I H M l * - (U.v)2 
(identidad de Lagrange) 
UXV * (U2«3 ~ U3V2.U3V1 " Ml«3»MlM2 - U2V1) 
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||uxv| |Muxv).(ux\/)= 
= (U2V3-U3V/2)2 + (U3Wx-UxV3)2 + (lilV2-W2Vl)2 
= U22V/!-2ya\/3U3V/2+U
23\'2+^8Vl-2U3VlPlW3 + 
+ u2 v 3 2 v 2 -2y 1V 2 V12 v 1+U2 v 1 
Por otro lado: 
| | u | | 2 | M | M u . v ) 2 = 
= (u2+U22+Us)(vi+U2+V3)-(UlVi+y2V/2+U|V3)
2 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 , 
= UlWl+UlV/2+UlW3+U2Vx+U2V2+U2W3 + 
2 2 2 2 2 2 2 2 -
+ U3Ul+UlV2+U3V3-UiVl-2UlVlUaV2 -
- U2V2-2UlVlli3W3-2U2V2U3V3-U3V32 
= u|u2-2U2V3U3W2+U3^2+U3V2l-2U3WlMlV3 + 
2 2 2 , ^ 2 2 
+ UlV3+UlU 2-2UxV2U2
yl +U2 ul 
Observando los dos resultados tenemos lo desead 
9) HUXVII = | |U| 11 |V| | sen O 
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(0 : ángulo comprendido entre u y V) 
| | u x v | | 2 = l l u l l ' I M I 2 - ( u . v ) 2 
- I | U | | 2 I M I 2 - [ | | u | | | | v | | C O S 0 P 
- I|U||2||V[|* - ||U||*||V||' eos 2 0 
- ||U||2||V||2(1 - eos 2 0) 
= ||U||2 ||V/||2 sen2 0 
^ IlUXVil - ||U|| ||V|| |sen0| 
I |UXV| I * I |U| I I IVfI I sen 0 pues o < 8 <TT 
NOTA: 
En general' no es cierto que (UXV) XW = UX(VXüJ) 
como se puede apreciar en el siguiente ejemplo: 
Sea i = (1, o, o) j = (o, 1, o) k = (o,o,l) 
i x j = 
i j k 
1 o o 
o 1 o 
= oi - oj + k = k 
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Es decir | i x j == k , de la misma forma se 
puede comprobar que: 
j x k = i y k x i = j 
Ahora: i x ( j x j ) = i x O » 0 
(i x j) x j = k x j = - (j x k) = - i 
Es decir (i x j)x j i x (j" x j) 
Luego el producto vectorial no es asociativo, 
esto quiere decir que cuando aparezca el producto 
vectorial de más de dos vectores, se deben 
respetar los paréntesis que los asocian, no se 
pueden simplemente suprimir. 
INTERPRETACION GEOMETRICA: 
Consideremos dos vectores U = (ui» U2» U3) 
Ü - (v x, v 2 , v3), y sea & el ángulo comprendido 
entre U y I). 
De la propiedad (9) sabemos que | |UX\/| | = | |ü| | 
| fV|| sen 9 
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Si consideramos el paralelogramo determinado 
por estos dos vectores (Figura 17) 
FIGURA 17 
Area del paralelogramo = | |u| | h. 
= ||U|| ||U|| sen 0 = ||UXV|| 
pues sen 0 = —-— •*• h = I IVI I sen 0 
I M I 
Es decir la norma del producto vectorial (UXV) 
(o \/XU) representa el área del paralelogramo 
determinado por U y V. 
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FIGURA 18 
De acuerdo a la propiedad (3) UXU es perpendicular 
a U y a U, es decir UXU es perpendicular al plano 
ir en el cual reposan los segmentos dirigidos 
que representan a U y a V. Similarmente como 
UXU = - (UXU), entonces UXU también es 
perpendicular a U y a U, luego lo es al plano 
ir que contiene los dos v/ectores (Figura 18). 
Los dos vectores UXU y UXU tienen la _misma 
magnitud, pero diferente sentido. Es decir dados 
dos vectores U y U, existen dos vectores con 
norma | |u| | | |u| | sen 0 (donde 0 es el ángulo 
entre U y U), que son perpendiculares a U y a 
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V simultaneamente. Estos dos vectores tienen 
sentidos opuestos. 
Dados los dos vectores U y V ¿cómo se determina 
el sentido de UXU? Esto se puede hacer imaginando 
un tornillo colocado en el punto inicial común 
de los vectores U y V, y perpendicular al plano 
en que reposan los dos vectores, si vamos a 
determinar el sentido de UXU giramos el tornillo 
desde U hasta V, entonces el tornillo va apretando 
o va aflojando y el desplazamiento del tornillo 
indica el sentido del vector UXV (ver Figura 
VxU «i tornillo agarra 
y baja. 
UiV «I tornillo afloja 
y tutot. 
FIGURA 19 
19) 
76 
DEFINICION: 
Dados tres vectores en R 3 A = (ai, a2, 83) , B = 
(bi, b 2 , b 3 ) , C = (ci, c 2 , c 3 ) llamamos el producto 
mixto de A, B y C o triple producto escalar de A, 
B y C, al número real A . (B X C). 
Veamos inicialmente una interpretación geométrica 
de este producto: para ello supongamos que los tres 
vectores A, B y C no reposan en el mismo plano. Así 
ellos determinan un paralelepípedo (Figura 20). 
FIGURA 20 
BXC es evidentemente perpendicular al plano en el 
que reposan los vectores B y C, entonces la altura 
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del paralelepípedo es la longitud de la proyección 
del vector A sobre el vector B X C , es decir: 
h U BXC A|| ||B X C|| 
Cono el volumen del paralelepípedo es el área de 
- . •"V*' ' "i'- " 
la base ppr la altura» y el área de la base es el 
área del paralelogramo determinado por B y C, que 
como se Uió atrás es ||B X C j e n t o n c e s : 
Volumen del paralelepípedo = | |B X C| | M ^ L |A.(BXC)| 
IIBXCH 
Pór tanto el volumen del paralelepípedo determinado 
por los vectores B, C, A es el valor absoluto del 
producto triple: |A . (B X C)|. 
Si A = (ai, a2» 83) B = (bi, b 2 , b 3) C = (04.^2,03) 
i j k 
BXC = bi b 2 b 9 s 
Cl c 2 c 3 
b2 b3 
i -
bi b3 
7 + 
cr H 
c 2 C3 Cl c 3 Cl c 2 
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b 2 b 3 
» -
bi b 3 
• 
bi b 2 
c 2 c 3 Cl c 3 Cl c 2 
por tanto: 
fl.(BXC) = (ai,a 2,a 3) * 
b 2 b 3 
» -
bi b 3 
» 
bi b 2 
V c 2 c 3 Cl c 3 Cl c 2 
b 2 b 3 bi b 3 bi b 2 
» ai - a 2 + a 3 
c 2 c 3 Cl c 3 Cl Ci 
ai a 2 a 3 
bi b 2 b 3 
Cl c 2 c 3 
De esta manera vemos que el producto triple se puede 
representar también utilizando una forma de determi-
nante. 
EJEMPLO: 
A -(2,3,-1) B = (1,O,2) C = (O.2,-1) 
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A.(BXC) = 
2 3 - 1 
1 O 2 
0 2 - 1 
0 2 1 2 '1 0 
= 2 
2 -1 
- 3 
0 -1 + (-1) 0 2 
= 2(0 - 4) - 3(-1 -o) - (2 -o) = - 7 
PROPIEDADES 
1 ) Si A, B, C están en el mismo plano, entonces 
A. (BXC) = o. Resultado evidente de la 
interpretación geométrica que acabamos de dar, 
pues el paralelepípedo que determinarían estos 
tres vectores sería de volumen cero. 
2) A. (BXC) = B. (CXA) = C. (AXB) 
Esta propiedad se puede recordar fácilmente, 
llenando los Cuadros en 
• •(• * 
partiendo de cualesquiera de los vértices del 
triángulo c 
BG 
y tomando los otros en sentido contrario al 
movimiento de las manecillas del reloj. La 
demostración de esta propiedad se desprende 
de la propiedad 3 de los determinantes pues: 
ai a 2 a 3 Cl c 2 c 3 
A.(BXC) = bi b 2 b 3 = - bi b 2 b 3 
Cl c 2 c 3 ai a 2 a3 
bi b 2 b 3 
Cl c 2 c 3 = B.(CXA) 
ai a 2 a 3 
En un producto triple, se pueden intercambiar 
las posiciones de X y ., lógicamente colocando 
el paréntesis de tal forma que la expresión 
tenga sentido, pues: 
A.(BXC) = C. (AXB) por propiedad 2 
= (AXB).C por conmutativ/idad producto 
punto. 
Por esta razón este producto también se 
acostumbra a notar [ABC], pues no presenta 
ambigüedad colocar el punto en el espacio que 
31 
hay entre A y B y la "X" entre B y C o viceversa. 
Una aplicación importante de este producto triple 
es que sirve para deducir el conocido resultado 
llamado REGLA DE CRAMER para resolver un sistema 
de tres ecuaciones con tres incógnitas: 
Sea: ai x + bi y + ci z = di 
a? x + t>2 y + C2 z = d 2 
a 3 x + b 3 y + c 3 z = d 3 
• 
Si llamamos A = (ai, a 2 , a 3), B = (bi, b 2 , b 3), 
C = (ci, c 2 , c 3 ) , D = (di, d 2 , d 3 ) entonces 
este sistema se puede representar en la forma: 
xA + yB + zC = D. 
Multiplicando esta ecuación escalarmente por 
(BXC) se tiene: 
xA. (BXC) + yB.(BXC) + zC.(BXC) = D. (BXC) 
0 0 
->- X = D • , ( B X 9 Si A. (BXC) o (es decir si 
A . (BXC) 
no son coplanares). 
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de la misma forma y = ü i M l = z 
A. (BXC) A. (BXC) 
como; 
ai a 2 a 3 di d 2 d 3 
A. (BXC) '= bi b 2 b 3 D. (BXC)= bi b 2 b 3 
Cl c? c 3 Cl c 2 c 3 
ai a 2 a 3 ai a 2 
A. (rae)= di d?. d 3 A. (BXD) = bi b 2 b 3 
Cl c 2 c 3 di d 2 d 3 
y teniendo en cuenta que el determinante de 
una matriz es igual al determinante de su 
traspuesta entonces: 
x - O.(BXC), 
A. (BXC) 
di d 2 da 
bi b 2 b 3 
ci c 2 c 3 
ai a 2 a 3 
t>i b 2 b 3 
Cl c 2 c 3 
di bi ci 
d 2 b 2 c 2 
63 b 3 C3 
ai bi ci 
a 2 ho c 2 
a 3 b 3 c 3 
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y de la misma forma: 
y = A.(PXC) 
A.(BXC) 
ai di ci 
a 2 d? c 2 
a 3 dj c-» 
ai bi ci 
a 2 b 2 c 2 
aj b 3 c 3 
A.(Bflj) . 
A.(BXll) 
ai bi di 
a 2 b? d 2 
a 3 b 3 d 3 
ai bi ci 
a 2 b 2 c 2 
a 3 b 3 c 3 
= z 
que son las conocidas expresiones en la Regla 
de Cramer para hallar X, Y, Z en el sistema 
dado, si el determinante del sistema. 
ai bi ci 
a 2 b 2 c 2 
a 3 b 3 c 3 
= A. (8XC) es diferente de cero. 
15. PLANOS EN EL ESPACIO: 
Intuitivamente podemos considerar un plano, como 
la parte superior de una tabla (solo la tez, sin 
el grosor) haciendo que sus bordes tiendan a infinito. 
Estamos interesados inicialmente en hallar la ecuación 
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de una de estas Figuras ubicadas en el espacio» es 
decir hallar una ecuación en variables X, Y, Z tal 
que al reemplazar estas variables por puntos en el 
espacio que estén ubicados sobre el plano, se 
satisfaga la ecuación, y recíprocamente que todos 
los puntos que satisfagan la ecuación sean puntos 
del plano. 
Si tañamos un vector cualquiera N, que sea 
perpendicular (también se dice normal) al plano, 
es decir, que sea perpendicular a cualquier segmento 
de recta que esté reposando en el plano, este vector 
sería en realidad perpendicular a muchos planos, 
más concretamente a todos los planos paralelos al 
plano dado. Pero si además de este vector tomamos 
un punto sobre el plano, existirá solamente un plano 
que contenga este punto y tal que el vector IM sea 
perpendicular a él. Es decir un plano queda 
completamente determinado por un vector perpendicular 
a él y un punto sobre el plano. Esta será la base 
para definir los planos y encontrar sus ecuaciones. 
DEFINICION: 
Dado un punto P Q y un vector N, el conjunto de todos 
los puntos X en el espacio, tales que el vector que 
va de P 0 a X sea perpendicular a N, se llama el plano 
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que pasa por P D y es perpendicular a N. 
Para hallar la ecuación del plano consideremos la 
Figura 21 en la cual: 
Sea N = (A,B,C) vector normal al plano. 
Sea P 0 = (x 0,y 0,z 0) un punto conocido, sobre el plano. 
Sea P = (x,y,z) un punto cualquiera sobre el plano. 
8R 
Como N es normal al plano entonces es perpendicular 
a cualquier vector que repose sobre él, entonces 
lo es al vector P - P 0 , luego el producto interno 
de P-P 0 y N es igual a cero. 
(P-P 0). N = o 
(x-x 0, y-y 0, Z-ZQ ) • (A, 8, C) = o 
Ax-Ax 0+BY-BY 0+CZ-CZ 0 = o 
AX+BY+CZ = AX 0+BY 0+CZ 0 
o como es más conocida: 
Ax + By + Cz = D con D = Ax 0 + By 0 + Cz 0 
Esta es la llamada ecuación cartesiana del plano 
que pasa por P 0 y es normal a N. 
EJEMPLO: 
La ecuación del plano que pasa por el punto P 0 = 
(3,2,1) y es normal al vector (4,6,7): 
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N = (4,6,7) D = P q.N = (3,2,1 ).(4,6,7) = 31 
•> la ecuación es: 4x + 6y + 7z = 31 
NOTAS: 
1 ) Es claro que la ecuación del plano que pasa 
por P D y es perpendicular a N, y la del plano 
que pasa también por P 0 y es perpendicular a 
un vector paralelo a N, (AN) deben ser iguales, 
pues los planos que determina P 0 y l\l por un 
lado y P 0 , AN por otro, son iguales de acuerdo 
a nuestra definición. 
Ecuación del plano que pasa por P D y es 
perpendicular a N: 
P. N = P 0 . N. 
Ecuación del plano que pasa por P 0 y es 
perpendicular a AN: 
p.(A.N) = P 0 . (AN) 
A (P.N) = A (P 0.N) como A # o, 
P.N = P 0.N 
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Si un plano pasa por el origen, entonces como 
el punto (0,0,0) está en el plano, tomamos éste 
como P Q y obtenemos: Si N = ( A , B , C ) . 
N. P = N. ~Q 
Ax + By + Cz = o 
Es decir en estos planos D = o. 
Es ev/idente que un plano puede también quedar 
determinado por tres puntos conocidos ubicados 
sobre el mismo. En este caso el problema sería 
enocntrar un vector normal N; pero esto se puede 
solucionar construyendo con los tres puntos, 
dos vectores que tengan como punto inicial común 
uno de ellos, y como puntos finales los otros 
dos. Estos dos vectores reposan en el plano, 
por tal razón el producto vectorial de ellos 
será perpendicular a los dos vectores, y por 
consiguiente al plano en el cual reposan; este 
producto vectorial será el N buscado, y el P 0 
que hace falta para hallar su ecuación puede 
ser cualesquiera de los tres puntos dados, pues 
están sobre el plano (Figura 22). 
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FIGURA 22 
EJEMPLO: 
Halle la ecuación del plano que pasa por los 
puntos Pi = (1,O,O), P2 - (2,O,1), P 3 = 
(1,-1,2) 
P 2-Pi = (1,o,1) Ps - Px - (o,-1, 2) 
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(P2 - P t ) x (P3 - P j = 
i j k 
1 o 1 
O - 1 2 
= (1/,2>1) = N 
Tomemos P Q = ( 1 , O , O ) . 
entonces: D = (1,o,o).(1,2,-1) = 1 
Luego la ecuación es: 
x + 2y - z = 1 
DISTANCIA DEL ORIGEN A UN PLANO 
FIGURA 23 
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Sea el plano Ax + By + Cz = D (Figura 23), entonces 
N = (A,B,C) es perpendicular al plano. Tracemos el 
vector R con punto inicial en el origen y con punto 
final R sobre el plano, y perpendicular a él. Es 
claro que la norma de R es pues, la distancia mínima 
del origen al plano. Veamos la fórmula que permite 
calcular esta distancia. 
Como R y N son perpendiculares al plano, entonces 
son paralelos entre si, es decir R = XN, para algún 
valor de X el cual determinaremos para así determinar 
R. Como el punto R está sobre el plano, entonces 
debe satisfacer la ecuación de éste, es decir. 
(R - P 0 ) . N = o con P 0 punto sobre el plano 
-*• R. N = P Q . N 
pero como R = XN -»- (XN).N = P 0.N 
- X = Ho J 
N.N 
D 
->- R = XN 
D N y éste es el punto sobre 
el plano que está más 
cerca del origen. 
2 
92 
Por tanto la distancia del origen al plano será: 
| | R| | _ IDI _-. ¡ |N| | = Distancia mínima 
||N||2 I 1IM| I del origen al plano. 
EJEMPLO 
La distancia mínima del origen al plano 3x-2y+z 
4 es: 
mpii _ J d L = = _ Í L _ 
||N|| / 9+4+1 ' 
El punto sobre el plano, que está más cerca del origen 
es: 
R - N = - A - (3,-2,1) = ( H 
| |N||2 14 V l 4 1414 
DEFINICION: 
Dos planos se dicen PARALELOS si tienen un vector 
normal común. 
NOTAS: 
1) Claramente, si dos planos son paralelos sus 
ecuaciones difieren solamente en el término 
independiente D, pues los coeficientes de x, 
y e z son las componentes del vector normal 
que es el mismo para los dos. 
Si un plano es paralelo al plano xy, entonces 
el vector K = (o,o,1) es perpendicular al plano, 
luego su ecuación es de la forma ox+oy+z = D 
es decir z = D, donde D es la altura (positiva 
o negativa) del plano respecto al plano xy. 
En forma similar, la ecuación de un plano 
paralelo al plano xz es de la forma y = D donde 
D es la "separación" (positiva o negativa) del 
plano respecto al plano xz, y la ecuación de 
un plano paralelo al plano yz es de la forma 
x = D, donde D es la "separación" (positiva 
o negativa) del plano respecto al plano yz. 
Sea Ax+By+Cz = D un plano no paralelo a ninguno 
de los planos coordenados y a ninguno de los 
ejes coordenados, entonces este plano corta 
a los ejes coordenados x, y, z, y los interceptos 
de este plano con los ejes están dados por 
(Figura 24): 
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Intercepto con el eje x : y = o, z = o->Ax=D-»-x = D/A 
Intercepto con el eje y : x = o , z = o->- By= D + y = D/B 
Intercepto con el eje z : x = o, y = o-»- Cz= D-»• z = D/C 
FIGURA 24 
Consideremos ahora el problema de cómo hallar 
la distancia entre dos planos paralelos (Figura 
25) 
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FIGURA 25 
Consideremos los dos planos paralelos (Figura 25) 
Ax + By + Cz = Di (íTi) 
Ax + By + Cz = D 2 U 2 ) J 
con vector normal 
N = (A, B, C) 
Consideremos además el vector R 2 - R x perpendiculai 
a los dos planos, obviamente la norma de este vector 
||R2 - Rx|| será la distancia entre los dos planos. 
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Corno R2-R1 y N son perpendiculares a los dos planos, 
entonces son paralelos, por tanto: 
R 2 - R 1 = XN 
Como Ri está en TU entonces satisface la ecuación 
de este plano, es decir Ri.N = Di 
De la misma forma como R 2 está en TT2 , entonces sa-
tisface la ecuación de este plano, es decir R 2.N 
-»- (R x. N) - (R 2. N) = Di-Da 
+ (Ri-R2).N = DX-D 2 
+ (XN).N = D1-D2 
-v X | |N| | 2 = DI-D 2 •+• A = ^
2 
INI2 
. R l . R 2 = D 1 Z D 2 n 
l |N | | 2 
y la distancia entre los dos planos será: 
| |B,.Ht 11 . JSiiBd I |N| I . 
M ! N 
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distancia entre dos planos paralelos = 
JD1ZD2J_ 
Este resultado resulta útil para hallar la distancia 
entre un punto y un plano: 
Sea Ax + By + Cz = D un plano, y sea: 
Pi = (xi»yi»zi) Un punto dado. 
Para hallar la distancia mínima entre el punto Pi 
y el plano, construimos otro plano el cual debe ser 
paralelo al plano dado, y contener además el punto 
dado. Por tanto la ecuación de este nuevo plano será: 
y lógicamente por la construcción que se hizo, la 
distancia entre el punto P 0 y el plano Ax+By+Cz = 
0 es la misma distancia que hay entre los planos 
Ax+By+Cz = 0 y Ax+By+Cz = 0 2 . o sea 
Ax + By + Cz = Axi + By! + Cz* = D 2 
distancia de Px al plano = 
JD 2zdL 
distancia de Px al plano = 1 Axi+Byi+ Czi- D 
/ A 2 + B 2 + C 2 ' 
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EJEMPLO: 
Hallar la distancia del punto Pi = (1,3,5) al plano 
2x-5y+4z = 3 
16. RECTAS EN EL ESPACIO 
Dado un punto P 0 e R
3 y un vector no nulo V, 
el conjunto de puntos P del espacio tales que 
el vector que va de P a P 0 sea paralelo a V se 
dice que es la recta que pasa por P 0 y es paralela 
a V (ó que lleva la dirección de V). 
Hallemos la ecuación de esta recta. (Figura 26). 
distancia = l(2)(l)+(-5)(3)+(4)(5)-3l = U 4 
• 4 + 25 + 16' /~45 3 / 5 " 
o 
z y 
/ 
/ 
/ 
/ 
x 
FIGURA 26 
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Corno el vector que va de P a P Q es paralelo a 
\l entonces 
P 0-P = t\T 
(Lógicamente el parámetro t £ R determina a P, 
y recíprocamente P determina a t.) 
Si P = (x,y,z); P Q = (x0,y0,z0); U = (a,b,c) 
entonces 
(x 0-x,y 0-y,z 0-z) = t(a,b,c), es decir, 
x 0-x = at ; y 0-y = bt ; z Q-z = ct, ó 
x-x 0 = - at ; y-y 0 = - bt ; z-z 0 = -
x-x 0 = at ; y-y 0 = bt ; Z-Zu = ct 
Estas tres últimas ecuaciones se llaman ECUACIONES 
PARAMETRICAS DE LA RECTA. 
EJEMPLO: 
Hallar la ecuación de la recta que pasa por el 
punto (1,2,1) y es paralela al vector (2,-1,3). 
ct con te R ñ 
con t e R 
1GU 
En este caso P 0 = (1,2,1); \l = (2,-1,3), entonces 
la ecuación es 
x-1 = 2t y-2 = - t z-1 = 3t 
NQTA: 
V se conoce como vector dirección de la recta. 
Sabemos que dos puntos determinan una recta, 
así que conociendo dos puntos se puede hallar 
la ecuación de la recta que pasa por ellos. 
Para ello tomamos como vector V al vector que 
une esos dos puntos, y a uno de ellos como punto 
P e 
Sean Pi = (xi,$ ,z x) y P 2 = (x 2,y 2,z 2) los puntos 
dados. 
/ 
\l = P 2-Pi = (x 2-x 1,y 2-y l,z 2-zi) 
tomando P 0 = Pi , las ecuaciones paramétricas 
de la recta son 
x-xi = t(x2-xx) ; y-yi = t(y2-yi) ; z-zi = t(z2-z1)_ 
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DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA 
Sea P = P 0 + t\l la ecuación de la recta que pasa 
por P 0 y es paralela al vector V (Figura 27). 
Sea R el vector que sale de Pi y es perpendicular 
a la recta (con punto final P2). Es claro que 
la norma de R es la distancia de P 4 a la recta. 
Como el punto P¡ está sobre la recta, debe 
satisfacer la ecuación, es decir P2 * P 0 + t\/, 
para algún valor de t. Si determinamos cuál 
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es ese valor de t, tendremos determinado P 2 y 
por consiguiente el vector R. Como R es 
perpendicular a la recta, entonces R es 
perpendicular a II, es decir R.\l - o 
Pero R = P 2-Pi. así que (P2-Pi). \l = o 
pero P 2 = P 0 + tvT 
así que (Po+tU-Pi). IT = o, 
de donde se obtiene Pa.\l+t\l.\I-Pi .\l = o 
es decir que t\uT = Pi .~U-P0 .T 6 t * 
Con ese valor t, 
P 2 = P N » (PI-PJ.V 7 
y R . P2-Pj * P 0 + "iT - Pl 
I M I 2 
= (P o- P l) - ( V P » ) . » 7 
I M ! 2 
Asi la distancia del punto P t a la recta será: 
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( P o . P l ) - ( P n - P i M y 
I M I 2 
Si llamamos L a la recta, notaremos la distancia 
de Pi a L como d (Pi, !_). Entonces 
d(Pi, L) = (po . P l ) - (Pn-¿i?.V 7 
I M I2 
Naturalmente que si Pi = ( 0 , 0 , 0 ) , entonces 
d(0, L) = P 0 - 7 
I M I 2 
es la distancia de la recta L al origen. 
EJEMPLO: 
Hallar la distancia del punto (1,-1,1) = Pi, 
a la recta L cuyas ecuaciones paramétricas son: 
x-1 = t ; y+1 = 2t ; z-2 = -2t. 
En este caso P 0 = (1,-1,2), \l = (1,2,-2) 
entonces 
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d(Pl ,L) = 
(I,-I,2)-(I,-I,0- ( ( W H W ) H 
9 
D ( P I . L ) = ( 0 I 0 F 1 ) . (O»O»1)»(1>2,-2) ( L F 2 , - 2 ) 
9 
(O,Q,1) + I (1,2,-2) 
2 4 5 
9'9'9 = 3 
DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS 
Dos rectas en el espacio, llamémolas Li y Lo 
pueden estar en una de tres situaciones relativas: 
(i) Li y L2 son paralelas, en cuyo caso los vectores 
dirección Vi y V 2 son también paralelos. 
(ii) Li y L2 no son paralelas y Li y L2 se cortan, 
en cuyo caso diremos que Li y L2 son secantes. 
(iii) L x y L 2 no son paralelas pero Li y L 2 no se 
cortan en cuyo caso diremos que Li y L 2 se 
cruzan o son rectas cruzadas. 
Como, naturalmente, la distancia entre dos rectas, 
ha de ser la menor de las distancias entre dos puntos 
de ellas, si l l y L 2 son secantes, d(Li, L 2 ) = o. 
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Si l_i y l_2 son paralelas, sea Pj un punto de L2, 
es claro que: 
d(L x, L.) = d(Pi, L x ) . 
Si Li y l_2 son rectas cruzadas, llamemos N y M a 
sus dos puntos más cercanos (N £ Lx y M £ L 2 ) (Figura 
28), entonces el v/ector N M es perpendicular a Lx 
y a L 2 y d(Li, L 2 ) = | |ÑÜ| |. 
Pero debemos conocer los puntos N y M o el vector 
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Sean Vi el vector dirección de la recta Li y V 2 el 
vector dirección de la recta L 2 . El producto cruz 
V txV 2 es también perpendicular a las dos rectas Li 
y L 2 . Sea Ei el plano que contiene a la recta Li 
y tiene como vector normal VixV 2. Sea E 2 el plano 
que contiene a la recta Lo y tiene como vector normal 
VixV 2. Como las rectas Li y L 2 son cruzadas entonces 
los planos Ei y E 2 son paralelos y también la distan-
cia entre Ei y E 2 es | | N M | a s í que si Pi es un 
punto cualquiera de la recta Li y P 2 es un punto 
cualquiera de la recta L 2 , | |ÍNIM| | es la distancia 
del punto Pi al plano que pasa por P 2 y tiene vector 
normal VixV 2, o también es la distancia del punto 
P 2 al plano que pasa por Pi y tiene vector normal 
v¡xvT. 
Conociendo la distancia entre dos planos tenemos: 
D ( E I , E 2 ) = d ( P I , E 2 ) = d(P 2, E I ) = ' V I L 
||VixV2|| , 
0 
Pero Di = PI.("\TixV¡) y 0 2 = P2.(\TIxV¡) 
así que 
D ( E E 2 ) = = D ( U > L A ) 
H V i x V ^ n 
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EJEMPLO: 
Hallar la distancia de la recta Li que pasa por los 
puntos Q = (2,-2,1) y S = (2,0,-2) a la recta L 2 
que pasa por los puntos P = (1,2,-1) y R = (1,-1,1). 
Aparentemente sería más fácil aplicar la fórmula 
d(Li L 2 ) = — f pero para esto tendríamos 
| | T X X T 2 | | 
que hallar las ecuaciones cartesianas de los planos 
E i y E 2 . 
Procedamos de otra forma: Vi = S-Q = (o,2,-3) 
T 2 = R-P = (o,-3,2) ; "víxvl = (-5,o,o) 
Sea Pi el punto Q y sea P 2 el punto P, es decir, 
P x = (2,-2,1) ; P 2 = (1,2,-1) 
así que Pi-P 2 = (1,-4,2) 
entonces 
d(L ,L 2) = 10>-4,2).(-5,o,o)1 = Jj^L = 1 
1 , 2 | | (-5,o,o) | | 5 
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NOTA: 
Sabemos que 
% xU i ^ î ) « ( P ^ M ^ x U , ) (7 l X- 2) 
| P r v l X v 2
 ( P>- P l ) 
= I(PI-P2).(VÎXVT)| 
IIVÎXÛÎII 
con lo cual podemos decir que 
d ( U , L 2 ) = | |PrUlX\/2(P2 Pi)| | 
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